Cok Degigkenli Fonksiyonlarda Diferensiyel

4.3. PROBLEMLER.

4.3.1. Asapida verilenlere gore tanim kullanarak Dy, f(pg) yonlil tirevini
bulunuz. '

a) flz,y) =2 =2y +y°; po=(2,1), u= (% o)
b) f(z,y) =y" —az+2xy;po=(1,-2,1), u= (\‘/—é 0, 71—;)

4.3.2. f(z,y) =z*>+ 3> =25 ve u = (cosf,sinf) dir. § = 0°,45°,90°
degerleri igin Dy, f((4,3)) 't bulunuz. Dy f((4,3)) = 0 olacak gekilde u vek-
toriiniin yoniini belirtiniz.

4.3.3. Asagidaki fonksiyonlarin her birinin verilen noktalarda ve belir-
tilen yonde yonli tirevini bulunuz. :

a) flz,y)= -%-:1:“2 +2zy + 3%, po = (1,1), v=e; +ea.
b) f(z,y,2) = a:y2 + 2yz + 321‘2, po=(1,-2,3), v=e1 — ez +e3.
4.3.4. a} f(z,y) = ze¥, P =(2,0) ve @ = (1/2,2) olsun. f nin
—_—

P noktasinda PQ yoniindeki yonlii tiirevini bulunuz. P noktasinda tiirevin
maksimum oldugu yoni ve maksimum degerini bulunuz.

b) f(z,y,2) = 2? —yz + z°z fonksiyonunun P = (1, —4, 3) noktasindan
Q = (2, ~1,8) noktas: yoniinde yonlii tiirevini bulunuz. P de f nin maksi-
mum degigim orani nedir?

4.3.5. Asagidaki fonksiyonlarin belirtilen noktalarda en hizli artan
olduklar yondeki » birim wvektériinii belirtiniz ve bu yondeki yonli tiirev-
lerini bulunuz.

a) f(z,y) = 5¢° + 22y +y° ,(1,1) ¢) f(z,y)=e"cosy+evsing,
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b) f(z,y,z2) = zy® + 2yz® + 3za?, (1, ~2, —3).
4.3.6. g(z,y) =Iny/z> +y> ve v = ze; + yes ise
v

gradg(z,y) = —
Il
oldugunu gosteriniz.

4.3.7. Uzayda (z,y, z) noktasindaki sicaklik T'(z,y, z) = 100/(z? +y*> +
=?) olarak veriliyor. p = (1,3, —2) noktasinda v = i + j + k vektorii yoniinde
T nin yonlil tiirevini bulunuz. p noktasinda hangi yénde 7" en luzli olarak
artar. T nin p deki maksimum degisme oram nedir?
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4.3.8. f(z,y,z) = x—yz+z? nin (1,1, ~1) noktasinda r(t) = (¢, ¢, —t3)
egrisinin yoniinde (efriye teget vektor yoniinde) yonli tirevini bulunuz (
t = 1 'e karsilik gelen nokta).

4.3.9. Diizlemde bir yonii, kutilpsal bir ac1 ile belirtebiliriz. Pozitif
yonde z—ekseni ile o agis1 yapan ydn, ug = cos ai + sin aj birim vektoriine
karsilik gelir. f nin (2, y) noktasinda bu yondeki yonlii tiirevi

Dua f(2,9) = 0a.V f(2,9) = fu(z,y) cosa + f,(z, y)sina

dir. f(z,y) nin, pozitif yénde z—ekseni ile & acis1 yapan yonde D2 flzy)
ikinei yonlii tiirevini bulunuz. o = 0 ve @ = 7/2 igin bu turevm degerlm
bulunuz.

4.3.10. zy® + 62%y = —7 efrisinin (1, —1) noktasindaki iki normalini
bulunuz.

4.3.11. Gradyen vektoriinii kullanarak z?—a2?—y? = 4iin (1, 2, 3) noktasin-
daki teget diizleminin denklemini bulunuz.

4.3.12. Gradyen vektoriinil kullanarak =3 + ¢* — 25 = 10 yizeyinin
(2, =1, ~1) noktasindaki teget diizleminin denklemini ve normalini bulunuz.

4.3.13. f(=z,y) = zy nin (1,2) ve (=3, 1) noktalarmdaki gradyenlerini
ve bu noktalardan gegen seviye egrilerini ¢iziniz.

4.3.14. z = f(x,y) = qmgy nin (1,2) ve (-1, —1) noktalarindan gecen
seviye egrilerun giziniz ve bu noktalardaki gradyen vektorlerini bulunuz.

4.3.15. w = /-y - Inz nin (3,~1,1) noktasidan gegen seviye
yizeyinin denklemini bulunuz.

4-3.16. z = 2° —y?> ve ayz+ 6 = 0 ylizeylerinin arakesit egrisinin
(1,2, —3) noktasindaki teget vektoriiniin bulunuz.

4-3.17. z = f(z,y) = F/22 + y2 nin 2 D +1, +v2, £/3 3 degerlerine
kargilik gelen izlerini ve seviye egrilerini ¢iziniz. —\/_ 3<z<V3i 1¢in yiizeyin
grafigini belirtiniz.

4.3.18. R3 deki bir bélgenin (z,y, z) noktasindaki sicakhg T(z,y, z) =
100 — z? — y? — 22 denklemi ile veriliyor. ' = 64 ve T' = 36 icin seviye
yiizeylerini (izotermal ytizeylerini) belirtiniz.

4.3.19. Z = %yz - %.'1:2 yiizeyinin z = 0, £1, 42, +3 icin seviye

egrilerini ¢iziniz.
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4.3.20. 9

(.'1:2 + y?.)l/Q

nin tamm kiimesini ve f =1, f = —2 i¢in seviye yiizeylerini bulunuz.

f(a:, y? Z) =

4.3.21. f:— R? = R,
zy?

e ={ Fe 0

olarak tamimlanmiyor. Bu fonksiyonun her v vektorii i¢in Dy f(0,0) yonlit
tiirevinin mevcut oldugunu fakat f nin (0,0) da diferensiyellenemedigini
gosteriniz. °

(0,0)
(0,0)

[N

4-4. Kapah fonksiyon ve ters fonksiyon teoremleri

Bu baghkta verilen bir denklemdeki bir degiskenin, denklemdeki diger
degigkenlerin bir fonksiyonu olarak ¢oziilebilmesi ile ilgili yeterli sartlan ver-
erek bir denklem yardimiyla tamimlanmg fonksiyonlarin tiirevlerini ve difer-
ansiyellerini bulmaya cahsacagiz. Tek degiskenli fonksiyonlarla ¢aligirken
iki degiskenli denklemlerin ¢tiziimii olarak (kapali bir sekilde) tammlanmisg
fonksiyonlarla kargilasiriz. F(z,y) = 0 'in boyle bir denklem oldugunu
farzedelim. (zp, yo) noktasimin bu denklemi sagladigim ve F' nin birinci kismi
tiirevlerinin (g, ) nin bir civarinda stirekli (boylece diferensiyellenebilir)
oldugunu farzedelim. Bu denklemden meseld y yi (zg,yp) nin bir civarinda
x 'e gore ¢ozebilir miyiz? Yani I = (xzg — h,zp + h) aralifinda tammh ve
y = f(zg) = yo olmak tizere x € I igin

Fla, f(z)) =0

olacak sekilde bir y = f(z) fonksiyonu varmudir? Béyle bir fonksiyon varsa
F(z,y) = 0 denkleminin =z ’e gore kapah olarak tiirevini alarak onun
(zg,y0) deki degeri yardimiyla y = f(z) ’in z = o daki tiirevini bulabiliriz.
F(z,y) = 01n grafigi olan egrinin Sekil 4.11. de belirtilen Njs(zg, 1) civarin-
daki kismi, diisey bir dogru tarafindan sadace bir noktada kesildiginden o,
y = f(z) gibi bir fonksiyonunun grafigidir. Egri tizerinde bu 6zelligin saglan-
madigi noktalar sadece @; ve @2 noktalaridir. Bu noktalarda egrinin diigey
tegetleri vardir. Yani Fy(z,y) = 0 dir. Bu husus ileride ispathyacagumz
kapah fonksiyon teoreminin tzel halidir. Simdi konuya bir drnekle ( daha
analitik olarak) yaklagmak igin

Flz, )=z +1y*—25=0 (4.28)
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